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基于线性二次型算法的轮式移动机器人
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摘  要  文章在控制输入饱和约束条件下，以非完整移动机器人的运动学模型为对象，研究了移动机器

人的轨迹跟踪问题。首先在参考轨迹处对运动学模型进行线性化得到移动机器人线性时变系统，证明了

其能观性和能控性，在此基础上设计了饱和约束条件的分段线性二次型控制器(Piecewise Linear Quadratic 

Regulator，PLQR)，并基于 Lyapunov 方法证明了其稳定性。在 MATLAB 软件平台下的仿真和实验结果

表明，基于 PLQR 的轮式移动机器人对不同初始位姿及不同的参考轨迹都有较好的跟踪效果，且能够避

免控制律跳变现象，满足饱和约束条件。
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Trajectory Tracking Control of a Piecewise Linear Quadratic Regulator 
for Wheeled Mobile Robots under Saturation Constraints
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Abstract In this paper, a framework which applies the piecewise linear quadratic regulator (PLQR) control 
based on linear time-varying system was presented to solve the problem of input saturations in the tracking 
control of wheeled mobile robot (WMR). Based on the Lyapunov method, it is proved that the designed trajectory 
tracking controller PLQR can satisfy the input saturation condition, and guarantee the stability of closed-loop 
system. With the Matlab simulation experiments, the results show that the PLQR based wheeled mobile robot has 
good tracking performance with different initial positions and various reference trajectories. 
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1 引  言 

  近年来，轮式移动机器人已在多个领域发挥

着重要的作用，成为热门的研究对象。轮式移动

机器人在非结构环境中工作时，工作范围大，存

在很多未知因素的干扰，因此，需要解决环境建

模、定位与导航、任务规划、路径与运动规划、

人机交互、运动控制等一系列的问题。其中，移

动机器人所有的任务都是通过运动控制来实现，

故运动控制是这些问题中最基本的问题。轮式移

动机器人的轨迹跟踪控制是以在工作环境中实时

定位信息作为反馈，以运动规划得到的参考轨迹

或目标点作为前馈，寻求有界的控制输入，使得

非完整轮式移动机器人在有限时间内从任意初始

位姿到达目标位姿。由于轮式移动机器人一般假

设车轮只发生纯滚动而不发生侧滑和纵向打滑，

受到非完整约束。但非完整约束不能通过积分

转化为几何约束，是不可积的约束，从而不能

将原来的系统简化为低维无约束的系统，不满足 
Brockett[1]光滑状态反馈镇定必要条件，不存在

光滑静态或者动态反馈镇定控制律。同时，非完

整移动机器人还是欠驱动非线性系统，其在实

际应用中受饱和约束条件，对其控制提出更大

的挑战。

  为了精准地跟踪轨迹，学者们对不同控制

方法进行了大量的研究。其中主要有最优控制

方法[2-4]、鲁棒性控制方法 [5]、自适应控制方

法[6-8]、反演控制方法[9-10]、神经网络控制方法[11-12]

和变结构控制方法[13]等。而在移动机器人的实际

应用中，由于受到驱动器输出饱和的限制，控制

系统的实际输入是有界的，但很多文献在设计轨

迹跟踪控制器时没有考虑控制输入饱和的约束条

件，容易导致控制性能严重退化甚至闭环系统失

去稳定性。在考虑饱和约束条件下，Huang 等[14]

和 Shojaei[15]基于 Lyapunov 函数设计了满足饱和

约束条件的轨迹跟踪控制器，其要求期望线速度

必须大于零，具有一定限制。

  最优控制理论是现代控制理论的重要组成部

分，它通过建立描述受控运动过程的运动方程，

给出控制变量的允许取值范围，指定运动过程的

初始状态和目标状态，并且规定一个评价运动过

程品质优劣的性能指标[16,17]。最优控制理论能够

解决带约束条件的系统。Lian 等[18]提出了一种

基于滚动时域双启发规划的近似最优的轮式移动

机器人轨迹跟踪控制器，这种控制器包括采用反

演运动控制器生成所需的控制律和利用滚动时域

策略将无限时域最优控制问题分解为一系列有

限时域最优控制问题，最终通过 Lyapunov 方法

证明了所设计的控制器的渐近稳定性。Sunberg 
等[19]和 Rawlings 等[20]针对具有约束和不确定性

的多变量系统采用模型预测控制求解最优控制问

题。最优控制理论的线性二次型控制器(Linear 
Quadratic Regulator，LQR)是一种标准的线性控

制器，考虑了性能指标下设计的最优控制器，具

有工程上易于实现、使用方便的特点。为此，我

们采用 LQR 来解决上述问题。但 LQR 在设计过

程中，要求控制输入无约束。而实践中的移动机

器人由于受驱动器的限制，存在控制输出受限

的问题。因此，带饱和约束条件的移动机器人无

法直接用 LQR 方法设计控制律。鉴于此，我们

通过将传统 LQR 结合饱和约束，选取了一种含

饱和约束的分段二次型控制律(Piecewise Linear 
Quadratic Regulator，PLQR)并对选取的控制器进

行稳定性证明。

  文章后续组织如下：第 2 节，阐述了对两

个驱动轮、一个万向轮(2, 0)型移动机器人系统

进行线性时变系统建模，并对所建的模型进行

能控性和能观性分析；第 3 节，在线性时变系

统基础上，设计了分段二次型最优控制器；在

第 4 节中，我们在 MATLAB 软件平台上进行

数值仿真，验证了控制器的有效性；第 5 节得

出结论。
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2 系统建模与分析

  本文的研究对象为双轮差分驱动方式的(2, 0)
型轮式移动机器人，如图 1 所示。该机器人带有 
3 个接触点，装有两个居中的标准驱动轮 A 和 B 
及一个只起支撑作用的万向前轮 D，点 C 为机

器人和轮轴 AB 的中心。首先针对本文的研究对

象，假设两个驱动轮 A 和 B 具有相同半径，并且

每个轮子总是垂直于理想的水平面运动，每个轮

子只有单个点和水平面接触，各轮与地面的摩擦

系数相同，轮子不容许在地面打滑。

  为了表示(2, 0)型轮式移动机器人在工作

环境中的位置和姿态，我们分别建立了如图 1 
所示的全局坐标系 xOy 和机器人局部参考坐标 
xCCyC。首先建立全局坐标系 xOy：在工作环境的

二维平面中任选一点 O 为原点，过原点 O 选择

一条直线为全局坐标系 xOy 的 x 轴，并指定一个

方向为正方向，过原点并垂直于该 x 轴作一条直

线为全局坐标系的 y 轴，并由 x 轴的逆时针 90°
方向为 y 轴的正方向。然后选取两驱动轮的轮轴 
AB 的中心点 C 为原点，过点 C 作垂直于 AB 为 
xC 轴，指向万向轮  方向为 xC 轴的正方向，两

驱动轮的轮轴为 yC 轴，由右手法则指定 yC 的正

方向，由此建立局部坐标系 xCCyC。因此，(2, 0)
型轮式移动机器人的位置可以通过机器人的中心 
C 在全局坐标系 xOy 中的坐标(x, y)来确定。其

中，x 为中心 C 在 x 轴上映射，y 为中心 C 在 y 
轴的映射。(2, 0)型轮式移动机器人在环境中的

角度用局部坐标系 xCCyC 的 xC 轴与全局坐标系 
xOy 的 x 轴之间的夹角 θ 表示。当 x 轴逆时针旋

转 θ 至 xC 轴为正，反之为负方向。因此，由位

置(x, y)和姿态 θ 组成的位姿向量  
表示(2, 0)型轮式移动机器人的位姿。

  根据文中的假设，两驱动轮 A 和 B 的轴向 
AB 无滑动条件，在(2, 0)型轮式移动机器人运动

过程中，  为机器人在全局坐标系 xOy 中 x 轴方

向的速度，  为机器人在全局坐标系 xOy 中 y 轴
方向上的速度，分别将  和  映射到局部坐标系 
xCCyC 中的 yC 方向上，则满足如下约束关系：

                    (1)
  公式(1)便是移动机器人收到的非完整约束

方程，其物理意义是机器人运动时的瞬时速度方

向始终与驱动轮轴垂直且无侧向移动速度，可以

写出 Pfaffian 约束形式：

图 1 (2, 0)型轮式移动机器人

Fig. 1 (2, 0) -type wheeled mobile robot
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                          (2)

          
其中， 。那么可以选择一个

满秩矩阵 ， 。

其中  (i＝1, 2)为  的零空间的一组

基，使得

                              (3)

由  可知，存在 2 维的速度向量

 使得

                               (4)
选取  和控制输入向量 ：

                              (5)

                
则非完整移动机器人的运动学方程[21]为：

  

             
          

(6)

其中，  为机器人的实际位姿；

 为控制率，由线速度 v 和角速度 w 组
成；v 为移动机器人的线速度，向前为正，向后

为负；  为移动机器人的角速度，逆时针方向为

正，顺时针方向为负。

2.1 线性时变系统建模

  在线性二次型最优控制器中，一般采用近似

的线性化方法。在轨迹跟踪过程中存在参考系

统，假设系统已经在期望的轨迹上完全通过，可

以得到轨迹上每一时刻的状态量和控制律[4]。根

据当前系统与参考系统的偏差，包括状态偏差和

控制偏差来设计线性二次型最优控制器。

  为了方便求解跟踪误差模型，设参考机器人

的运动学方程和公式(6)相同形式为：

        (7)

           
其中，  为参考机器人的位姿；vr 为参考机器

人的线速度；  为参考机器人角速度。对其在参

考点进行线性化[4]，公式(6)在任意点 处进

行泰勒展开，只保留一阶项，忽略高阶项，得到：

      
       (8)

其中， ；

 。

  由公式(7)和(8)可得 t 时刻的位姿误差线性

时变系统为：

              
       

(9)

其中，  为状态向量；

 为控制(输

入)向量；   为输出向量；

为系统矩阵；  为控制矩阵；

 为输出矩阵。 
2.2 系统分析

  能控性秩判据：假设矩阵 和 都是 
n－1 次连续可微的，在时间区间 上，若有

           (10)
则系统是状态完全能控的，其中分块矩阵

                                                       (11)
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                                   (12)

  根据线性时变系统能控性秩判据有能控性矩阵

                        (13)
其中

 
 

  将相关参数代入公式(13)可得系统完全能控

条件，即参考角速度 、参考线速度 、

参考角加速度  、参考线加速度  
 不同时为 0 时， ，能控

性矩阵为满秩的，则有系统完全能控。

  能观性秩判据：假设矩阵 和 都是 
n－1 次连续可微的，在时间区间 上，若有

                                    
      (14)

                         
则系统是状态完全能观的，其中分块矩阵

                                                       (15)

                                                                             (16)

              
  根据线性时变系统能观性秩判据有能观性矩阵

                        (17)
其中

 

  将相关参数代入公式(17)，因为 C 为单位矩

阵，由 ，可得式(17)的秩 ，

能观性矩阵为满秩，因此，该系统完全能观。

3 控制器设计

  针对(2,0)型轮式移动机器人，结合线性二

次型最优控制系统的基本理论对其进行问题描

述。被控系统的系统方程和输出方程为式(9)所
示的(2,0)型轮式移动机器人建立轨迹跟踪的线

性时变系统。首先设计了线性二次型最优控制器

并用李雅普诺夫函数证明了其稳定性。然后考虑

了输入控制饱和约束条件，设计了分段控制器，

并用李雅普诺夫函数证明了其稳定性。
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图 2 分段线性二次型控制器框图

Fig. 2 Piecewise linear quadratic regulator structure
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3.1 线性二次型最优控制

  为了消除移动机器人当前位姿与参考轨迹位

姿的误差，在饱和约束条件下，采用参考轨迹前

馈和位姿误差作为反馈的线性二次型(LQR)最优

控制器。目标函数不仅需要能够保证轮式移动机

器人能快速平稳地跟踪参考轨迹，还需要对系统

状态量的偏差、控制量及加速度量进行优化。给

定初始状态 ，终端时间 T。采用如下目

标函数：

    
                 (18)

其中，S 为正半定矩阵；Q 为非负定矩阵；R 为

正定矩阵； 反映了系统对参考轨

迹的跟踪能力； 反映了对控制律增

量的约束。求解最优控制律 ，使线性二次性

能函数达到极小，并由此设计线性二次型调节器 

。

  则最优控制律为：

               (19)
其中 为正定矩阵，通过如下 Riccati 方程求解。

               
               

  (20)

下面将证明选取的控制律(19)，使得整个系统稳

定。选取 Lyapunov 函数：

                                          (21)
根据公式(9)、(19)、(20)，带入式(21)可得：

 

                                                                             
(22)

  因 R 为正定矩阵，故  
为正定矩阵。又  Q  为正半定矩阵，所以

为正定矩阵。因此 
，所以控制系统是稳定的。

3.2 带饱和约束的分段二次型控制器

  在轮式移动机器人实际控制过程中，由于受驱

动器的输出限制，考虑如下的输入控制饱和约束：

                                                                                                                         
                 

(23)

其中，  为线速度增量；  为角速度增量；

 为线速度增量的最大限制；  为
角速度增量的最大限制。

  当采用式(19)的控制律满足式(23)的饱和约

束时，轮式移动机器人以式(19)的控制律进行运

动控制。当式(19)的控制律不满足式(23)的饱和

约束时，轮式移动机器人以固定的控制律进行运

动控制。因此，取分段的反馈控制律(PLQR)：
                           
                                      (24)

其中：

                 (25)

                        

    
其中 为正半定矩阵，通过如下 Riccati 方程

得到：

         
                            

(26)

稳定性证明

     

                       
令

                            
(27)

  
因此可以将式(25)所示的控制律可以化为
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                 (28)

  令

                                  
                 (29)

  
  通过式(29)定义系数矩阵 ：

                                                                                                      
            

     (30)

  由式(29)可知 ，  为正定矩阵，因此，

式(25)所示的控制律可以表达为

                                 (31)
  将式(29)代入式(24)，可将式(24)的控制律

增量表示为

                                            
                         (32)

              
  证明如式(9)所示的轨迹跟踪误差模型在式

(32)所示的反馈控制律作用下，跟踪状态误差 
 能够收敛。下面将证明选取的控制律(32)，

使得整个系统稳定。首先选取 Lyapunov 函数：

                                         (33)
  根据式(9)、(26)、(32)，带入式(33)
可得：

          
  
                                                                                                                                                      
                       (34)

   

其中，  是 V 对时间 t 的全导数。因  为正定矩

阵，故 和 
均为正定矩阵。又  Q  为正半定矩阵，所以 

为正定矩阵。因此 ，所以控制系统是稳定的。

4 数值仿真

  为了验证二次型控制器的有效性，本章在 
MATLAB 软件下进行数值仿真实验。首先对比

了 LQR 与 PLQR 在跟踪直线和圆的参考轨迹的

控制性能。然后仿真了 PLQR 在跟踪不同初始位

姿下直线和圆的参考轨迹的性能。

4.1 仿真设置

4.1.1  饱和约束及加权矩阵设置

  本实验设置控制律最小限制 ，

控制律最大限制 ，控制律增量最小

限制 ，控制律增量最大限制 
，加权矩阵为：

                                                     
(35)

 
4.1.2  参考轨迹设置

  (1)直线参考轨迹

  参考轨迹为一条直线时，其具体参数如下： 

 
其中， ； ；

； 。

  (2)圆参考轨迹

  参考轨迹为圆轨迹时，圆心为(0, 0)，半径

为 r＝4 m，具体参数如下：

 
其中， ； ； ；

。

4.1.3  仿真设置

  (1)LQR 与 PLQR 对比数值仿真

  在移动机器人初始位姿为  
的情况下，LQR 与  PLQR 在跟踪上述直线

参考轨迹；在移动机器人初始位姿为  
 的情况下，LQR 与 PLQR 在跟
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踪上述圆参考轨迹。

  (2) PLQR 跟踪不同初始位姿数值仿真

  设置不同初始位姿 ，如表 1 
所示，分别跟踪上述直线和圆参考轨迹。其中在 

 的初始位姿下，跟踪直线参考轨迹；

在  的初始位姿下，跟踪圆参考轨迹。

仿真步骤及数据处理如表  2  所示。

表 1 初始位姿

Table 1 Initial position

4.2 仿真结果

  LQR 与 PLQR 对比数值仿真结果如图 3 所
示。其中，图 3(a)～(f)为跟踪直线的仿真，

图 3(g)～(l)为跟踪圆的仿真。图 3(a)、(g)为
位置变化图，图 3(b)、(h)为线速度变化图，图 
3(c)、(i)为角速度变化图，图 3(d)、(j)为线速

度增量变化图，图 3(e)、(k)为角速度增量变化

图，图 3(f)、(l)为跟踪误差图。LQR 和 PLQR 
控制器跟踪直线和圆参考轨迹中，均能使位姿误

差趋向于零。但在跟踪过程中，当初始位姿较大

时，LQR 控制律很大，存在很大的跳变，超过控

制律限制，控制律和控制律增量不满足饱和约束

条件。PLQR 控制律能很好地满足饱和约束条件。

  在不同初始位姿下，PLQR 跟踪上述参考

轨迹仿真，仿真效果如图  4  所示。其中，图 
4(a)～(e)为跟踪直线的仿真，图 4(f)～(j)为
跟踪圆的仿真。图 4(a)、(f)为位置变化图，图 
4(b)、(g)为线速度变化图，图 4(c)、(h)为角速

度变化图，图 4(d)、(i)为线速度增量变化图，

图 4(e)、(j)为角速度增量变化图。图中所有的

红色实线为 LQR 的跟踪效果，绿色实线为 PLQR 
的跟踪效果，黑色虚线为参考轨迹，蓝色虚线为

饱和约束。在不用初始位姿的情况下，跟踪参考

轨迹，PLQR 均能使位姿误差趋向于零，且满足

饱和约束条件。

4.3 结果分析

  如图 3(a)～(f)所示，在跟踪直线参考轨迹仿

真实验中，在 LQR 控制律作用下，最大线速度为 
0.52 m/s，线速度未超出最大线速度限制 1 m/s；
最大角速度为 2.89 rad/s，角速度超出最大限制 
1 rad/s，不满足角速度约束的时间为 0.9 s；最大

线速度增量为 0.32 m/s2，超出最大线速度增量 
0.2 m/s2，不满足线速度增量约束的时间为 2.9 s；
最大角速度增量为 2.89 rad/s2，超出最大角速

度增量 0.2rad/s2，不满足角速度增量约束的时

间为 5 s。图 3(g)～(l)所示，在跟踪圆参考轨

表 2 仿真步骤及数据处理

Table 2 The simulation steps and data processing
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迹仿真实验中，在 LQR 控制律作用下，最大线

速度为 0.69 m/s，线速度未超出最大线速度限

制 1 m/s；最大角速度为－1.32 rad/s，角速度

超出最大限制  1  rad/s，不满足角速度约束的

时间为 0.3 s；最大线速度增量为 0.29 m/s2，

超出最大线速度增量  0 . 2  m / s 2，不满足线速

度增量约束的时间为  0 . 4  s；最大角速度增

量为－ 1 . 4 2  r a d / s 2，超出最大角速度增量 
0.2 rad/s2，不满足角速度增量约束的时间为 1.3 s。
在特定的初始位姿，采用 LQR 会导致控制律及

控制律增量都会超过最大限制，同时跳变现象严

重，而 PLQR 则可以避免这些问题。

  如图 3、4 所示，在 PLQR 的作用下，在不

同初始位姿跟踪直线和圆参考轨迹，其控制律及

控制律增量均能满足饱和约束条件。 
  综上，从仿真结果可以看出，传统 LQR 在
控制律及控制律增量都会超过最大限制(图中蓝

色水平线)，控制律及控制律增量会出现跳变现

象，机器人实际运行中这部分控制律不可用。而

在本文设计的轨迹跟踪控制器 PLQR 的作用下，

跟踪不同初始位姿，不同的参考轨迹都有良好的

跟踪效果，能避免控制律跳变，且跟踪误差均渐

近趋于零，并且控制律均能满足饱和约束。

  由于本文设计的算法在参考系统进行泰勒展

开，只保留一阶项，忽略高阶项，因此在实际应

用中要求状态误差和控制误差不能太大，在控制

精度要求非常高的场合存在难以适用的局限性。

同时，在实际应用中还有需要改进的地方，例

如，需要根据经验调节权重矩阵等参数，以及当

位姿误差过大时，收敛过于慢的问题。

5 实 验

  目前国内外研究[2,3,5,11]大部分在仿真环境对

图 3 LQR 与 PLQR 跟踪直线和圆参考轨迹效果图 

Fig. 3 LQR and PLQR performance
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所设计的轨迹跟踪控制器进行实验，虽然也有少

部分的研究[4,22]在实物平台进行实验，但其实验

的目标轨迹为简单的直线或圆轨迹。而在实际应

用中，移动机器人的跟踪轨迹往往是由多段轨迹

组成，存在着很多转折点，且在转折点处跟踪的

目标角度存在跳变现象。此时，转折点的跳变相

当于给移动机器人一个较大的干扰，更能体现控

制器的跟踪性能。例如，扫地机器人进行扫地功

能或避障回充电桩时，其轨迹由多段折线组成。

因此，跟踪多线段目标轨迹更具有应用价值，本

节以 INXNI X533 移动机器人平台为实验对象，

对本文所设计的 PLQR 控制算法跟踪多段折线的

目标轨迹进行实验验证。

5.1 实验场景及设置

5.1.1  饱和约束及加权矩阵设置

  本 实 验 设 置 控 制 律 最 小 限 制 

， 控 制 律 最 大 限

制  ； 控 制 律 增 量 最 小 限

制  ， 控 制 律 增 量 最 大 限 制 
，加权矩阵为：

                  
(36)

5.1.2  参考轨迹设置

  已知相邻的两个转折点分别为 和

，其中 i 表示第 i 个转折点，参考控制

律 ，由第 i 和 i＋1 这两个转折点

构成的线段为：

                  (37)

          
5.1.3  实验场景

  实验环境如图 5 所示，实验任务是实验平

台从 A(0, 0)出发，沿直线到达 B(10, 0)，再从 
B(10, 0)出发，沿直线到达 C(10, 2.8)，从 C(10, 
2.8)出发，沿直线穿过工位到达 D(0, 2.8)，最后
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图 4 PLQR 算法在不同初始位姿跟踪直线和圆参考轨迹效果

Fig. 4 Tracking of PLQR in different initial pose

0 5 10

LQR
PLQR
目标

15

10

5

0

－5
0 50

vLQR

vPLQR

1

0.5

0

－0.5

－1
0 50

wLQR

wPLQR

3

2

1

0

－1
0 50

aLQR

aPLQR

0.4

0.3

0.2

0.1

0

－0.1

－0.2 0 50

xe-LQR

xe-PLQR

ye-LQR

ye-PLQR

θe-LQR

θe-PLQR

2

1

0

－1

－2
0 50

αLQR

αPLQR

3

2.5

2

1.5

1

0.5

0

－0.5

－4 －2 20 4

LQR
PLQR
目标

6

4

2

0

－2

－4

－6

－4 －2 20 4 6
x(m)

200 40 60
t(s)

5

0

－5

1

0.5

0

－0.5

－1

0 50

vLQR

vPLQR

1

0.5

0

－0.5

－1
0 50

wLQR

wPLQR

1

0.5

0

－0.5

－1.0

－1.5 0 50

aLQR

aPLQR

0.3

0.2

0.1

0

－0.1

－0.2

a(
m

/s
2 )

0 50

xe-LQR

xe-PLQR

ye-LQR

ye-PLQR

θe-LQR

θe-PLQR

1

0.5

0

－0.5

－1

－1.5
0 50

αLQR

αPLQR

0.5

0

－0.5

－1

－1.5

α(
ra

d/
s2 )

0 5 10

x0

x1

x2

x3

x4

目标

x5

x6

x7

x8

x9

目标

v5

v6

v7

v8

v9

200 40 8060
t(s)

1

0.5

0

－0.5

－1

v(
m

/s
)

v0

v1

v2

v3

v4

200 40 60
t(s)

1

0.5

0

－0.5

－1

w5

w6

w7

w8

w9

200 40 8060
t(s)

1

0.5

0

－0.5

－1

200 40 60
t(s)

0.2

0.1

0

－0.1

－0.2

200 40 8060
t(s)

0.2

0.1

0

－0.1

－0.2

200 40 60
t(s)

0.2

0.1

0

－0.1

－0.2

200 40 8060
t(s)

0.2

0.1

0

－0.1

－0.2

w
(r

ad
/s

)

w0

w1

w2

w3

w4

a5

a6

a7

a8

a9

a0

a1

a2

a3

a4

α5

α6

α7

α8

α9

α0

α1

α2

α3

α4

x(m)
(a) (b) (c) (d) (e)

10

8

6

4

2

0

y(
m

)

a(
m

/s
2 )

α(
ra

d/
s2 )

v(
m

/s
)

w
(r

ad
/s

)

y(
m

)

x e(m
), 

y e(m
), 
θ e

(r
ad

)

a(
m

/s
2 )

α(
ra

d/
s2 )

v(
m

/s
)

w
(r

ad
/s

)

y(
m

)

x e(m
), 

y e(m
), 
θ e

(r
ad

)

a(
m

/s
2 )

α(
ra

d/
s2 )

v(
m

/s
)

w
(r

ad
/s

)

y(
m

)

(f) (g) (h) (i) (j)

t(s) t(s) t(s) t(s)x(m)
(a) (b) (c) (d) (e)

t(s)
(f)

t(s) t(s) t(s) t(s)x(m)
(g) (h) (i) (j) (k)

t(s)
(l)



集  成  技  术 2017 年                   78

沿直线回到 A(0, 0)。实时的目标参考点位姿可

通过式(36)计算获得，实时实际位姿可从 SLAM 
获得，并在实验过程中，进行快动作录像。
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图 5 实验场景

Fig. 5 Experimental scene

5.1.4  实验步骤及数据处理

  具体实验步骤如下：

  (1)根据任务，进行实验设置；

  (2)从轨迹规划模块获取并记录当前参考位

姿，从 SLAM 模块获取并记录实时位姿；

  (3)根据步骤(2)，轨迹跟踪控制模块输出并

记录控制律；

  (4)任务是否完成，如果否，返回步骤(3)；

  (5)数据处理，根据步骤(3)、(4)记录的数

据，进行处理。

  将实验过程中记录的地图、参考轨迹、实时

位姿及控制律数据导入 MATLAB 平台，生成参

考轨迹和跟踪轨迹图及控制律图。

5.2 实验结果

  实验结束后，我们在 MATLAB 平台读取并

显示实验过程中 SLAM 生成的地图，并将实验

过程中的实时位姿组成的实际运动轨迹和目标参

考点组成的参考轨迹显示在该地图中。参考 5.1.4 
节的实验步骤及数据，得到如图 6 的实验结果。

图 6(a)为位置图，其中点云表示 SLAM 生成的

地图，红色实线表示目标参考轨迹，绿色实线表

示移动机器人实际运动的轨迹；图 6(b)为位姿误

差图，横轴表示移动机器人实时记录的第 i 个位

姿，纵轴为移动机器人位姿误差，其中红色实线

表示世界坐标系的 x 轴方向误差，绿色实线表示

世界坐标系的 y 轴方向误差，蓝色实线表示世界

坐标系的角度方向误差；图 6(c)速度控制律；图 
6(d)为角速度控制律。

  图 7 为实验过程中采用手机“快动作”模式

录取的视频截图，不同子图分别为实验平台在跟

踪过程中的状态。图 7(j)为实验平台跟踪最终

状态，图中所示的半圆为原点区域。在本次实验

中，实验平台经过较长的轨迹跟踪以较小误差达

到原点区域。

5.3 实验分析

  如图 7 所示的实验结果，实验平台在所设计

的控制器的作用下，图 6(a)的绿色实际轨迹几乎

和红色目标参考轨迹重合，即能够很好地跟踪目

标参考轨迹。在图 6(b)中，角度误差出现 4 次
波动是由于参考轨迹是由 4 个转折点组成的长方

形，当实验平台到达转折点时，跟踪目标从一条

直线跳变到另一条直线，因此角度误差发生较大

变化。此时进行角度镇定，角度镇定之后，再跟

踪直线时，位姿误差始终收敛到很小范围，控制
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图 6 实验结果

Fig. 6 Experimental results
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图 7 实验过程截图

Fig. 7 Screenshot of the experimental process
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律稳定在饱和约束范围内。相比其他研究方法[22]

只在单一直线或圆弧上进行轨迹跟踪实验，本文

所设计的控制器能够较好地跟踪多条线段组成的

轨迹，并能够在后续的直线跟踪中消除转折点较

大角度误差的影响。综合实验结果表明，本文设

计的控制器能够稳定地跟踪长距离目标轨迹，

同时解决了机器人实际应用中轨迹曲折难跟踪

的问题。

6 总结与展望

  本文研究了在饱和约束条件下非完整约束移

动机器人的轨迹跟踪问题，设计出能够渐近稳定

的分段二次型控制律 PLQR。仿真和实验结果表

明，基于 PLQR 的轮式移动机器人能够避免控制

律跳变的情况，在满足饱和约束条件下对不同初

始位姿及不同的参考轨迹都有较好的跟踪效果，

且具有较好的抗干扰能力。
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